PROPIEDADES ESTA]?fSTICAS DE SISTEMAS
DINAMICOS

JUAN RIVERA-LETELIER

RESUMEN. En los anos 1970 se descubrieron algunos sistemas di-
namicos deterministas, como el flujo de Lorenz y la aplicacién de
Hénon, que paraddjicamente se comportan de forma aleatoria. Des-
de entonces se ha demostrado que muchos otros sistemas dindmicos
tienen el mismo comportamiento paraddjico, como las transforma-
ciones logisticas y méas generalmente los sistemas que admiten una
torre de Young. Segin una conjetura de Palis, la mayoria de los
sistemas dindmicos diferenciables tienen este comportamiento.

El objetivo de estas notas es introducir algunos de los conceptos
mas importantes del punto de vista probabilisitco de los sistemas
dinamicos, y desarrollar los resultados basicos de la teoria ergddica.
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1. INTRODUCCION

En términos generales, un sistema dinamico de tiempo discreto es
una transformacion 17" actuando en un espacio X,

T7:X — X.

Usualmente X representa el espacio de estados de un sistema, y T
representa la ley de transforamcion de los estados en una unidad de
tiempo. Para cada entero n > 1 denotamos por

T" . =ToTo---0oT
—_—

n

el n-ésimo iterado de 7. También usamos 7 para denotar la identidad
en X. La transformacién T" : X — X representa la evoluciéon en
tiempo n de los estados.

Dado un punto zy en X, la orbita de xy para T es la sucesion de
puntos en X,

Zo, T(ZE()), T2<J]0), e

El punto zq se la condicion inicial de la érbita.

Uno de los objetivos centrales en la teoria de los sistemas dindmicos
es describir el comportamiento en el largo plazo de la mayoria de las drbitas
de un sistema dinamico tipico.

En algunos casos la transformacién T es simple, pero su dindmica
es dificil de entender. Uno de los ejemplos emblematicos es la familia
cuadratica: Dado un nimero complejo ¢, consideremos el polinomio
cuadrético P.(z) := 2%+ ¢, visto como una transformacién actuando en
el plano complejo C:

P. C — C
z = P.2):=2+c

Para cada valor del parametro ¢ tenemos un sistema dindmico de tiem-
po discreto distinto. Para aspectos generales sobre la dindmica de po-
linomios complejos se puede consultar [CG93| IMil0G).

Fijemos un parametro ¢ en C. La parte interesante de la dindmica
de P, ocurre en el conjunto

K.:={z € C: (P*(20))n>1 es acotado} ,

que es llamado el conjunto de Julia lleno de P,. Es un conjunto com-
pacto, y su frontera J. := 0K, es llamada el conjunto de Julia de P..
La complejidad de la dinamica de P, se refleja en su conjunto de
Julia J.. Por ejemplo, la Figura representa el conjunto de Julia J,
con ¢ = 1. Es una dendrita, y por lo tanto su dimension topoldgica es
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FicurA 1.1. Conjunto de Julia J. con ¢ = i, de la ga-
leria de Tomoki Kawabhira.

igual a 1. Sin embargo, su dimensién de Hausdorff estrictamente mas

grande que 1. Por lo tanto, es un “fractal” en el sentido de Mandelbrot.
Otro ejemplo interesante es el conjunto de Julia lleno con parametro

Ao A2 1++/5

2 4 2 ’

Co = , donde A\q := exp (271'@' .

representado en la Figura [I.2] Una particularidad de P, es que tiene
un punto fijo donde la derivada de P, es igual a \g: El punto z := 22

2
satisface
PCO(Z()) =2y PCIO(Z()) = )\0.
Esto implica que el conjunto de Julia lleno K, de P,, contiene un disco
de Siegel en torno a z.
La Figura [I.3| representa el conjunto de Julia lleno con pardmetro
AN

. 99
c1 = 5 "1 donde A; := exp (2772 . @> ,
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que esta préximo cy. Los conjuntos de Julia llenos K., y K., son muy
parecidos, pero el conjunto de Julia J., ocupa mas espacio que J.;
practicamente llena todo el interior de K, . Algo similar ocurre con
otras perturbaciones bien escogidas del pardametro ¢y. Este fenémeno
fue uno de los ingredientes usados por Buff y Chéritat para demostrar
la existencia de un pardmetro cuyo conjunto de Julia tiene medida posi-
tiva, ver [BCOG|]. Asi resolvieron un problema propuesto en los trabajos
de Fatou, hace casi 100 anos.

Finalmente, la Figura representa el conjunto de Mandelbrot: El
conjunto de todos los parametros ¢ en C tal que el conjunto de Julia
correspondiente es conexo.

Sobre estas notas. Estas notas fueron desarrolladas como parte de
cursos de doctorado de teoria ergédica que dicté en la Pontificia Uni-
versidad Catdlica de Chile el 2012, y en la Universidad Catoélica del
Norte el 2004, 2006, y 2007.

Quisiera agradecer principalmente a Sebastian Herrero, quien hizo
varias correcciones y simplificaciones a una versién preliminar de estas
notas.



PROPIEDADES ESTADISTICAS DE SISTEMAS DINAMICOS

Ficura 1.2. Conjunto de Julia lleno con un disco de
Siegel, de la galeria de Arnaud Chéritat.

Ficura 1.3. Conjunto de Julia lleno parabdlico, de la
galeria de Arnaud Chéritat.
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FicuraA 1.4. Conjunto de Mandelbrot, de la galeria de
Curtis McMullen.

2. EL PUNTO DE VISTA PROBABILISTICO

Paraddjicamente, la mejor descripcion que tenemos de algunos siste-
mas dindamicos de tiempo discreto es en términos probabilisitcos. Co-
menzaremos con la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico y v una medida boreliana
de probabilidad en X. Decimos que una sucesién de puntos ()29
en X esta equidistribuida con respecto a v, o que v describe la distri-
bucion asintética de (x,);29, si para toda funcién continua ¢ : X — R

tenemos

o plxo) + -+ p(Tn-1)

lim = [ pdv.
n—-+00 n X

Al considerar una transformacién 7" actuando en un espacio topolo-

gico X, nos interesamos en aquellas medidas v que describen la distri-

bucién asintotica de una o varias orbitas. Si la érbita de un punto xg

en X esta equidistribuida con respecto a una medida v, entonces para
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cada funcién continua ¢ : X — R tenemos
. Tn—1
(2.1) lim o)+t ¢ (o)) :/ @ dv.
X

n—-+0o00 n

El lado izquierdo de la ecuacion es el promedio temporal de ¢ a lo
largo de la orbita de xq, y el lado derecho el promedio espacial de ¢ con
respecto a v. Por lo tanto, la equidistribucion asegura que los promedios
temporales coinciden con los promedios espaciales.

Para entender mejor el significado de , consideremos un sub-
conjunto medible A de X, cuya frontera JA tiene medida nula con
respecto a v, es decir v(0A) = 0. Entonces un argumento directo de
aproximacién muestra que en (2.1) podemos reemplazar ¢ por la fun-
cién indicatriz 14 de A. Para cada entero n > 1, el nimero

]lA(:L‘o) + ILA(T(:L‘())) + 41y (Tnil(xo))

:%#{je{o,...,n—l}:Tj(ﬂﬁo)GA}

es la proporcién de tiempos j en {0,...,n — 1} para los cuales T7(zg)
estd en A. Por lo tanto asegura que el promedio de visitas de la
Orbita de xq a A es igual a v(A) en el limite.

La Figura[2.1|representa una parte de una érbita de un automorfismo
de una superficie K3. El automorfismo preserva una forma de area, pero
no se sabe si existen Obitas equidistribuidas con respecto a esta medida.

2.1. Equidistribucién en el circulo. En esta seccion consideramos
el circulo R/Z provisto con la estructura de grupo aditivo que hereda
de R, y de la medida de probabilidad Leb inducida por la medida de
Lebesgue en R.

Dado a en R/Z, la rotacion de dngulo «, o traslacion en o, esta defini-
da por

T.: R/Z — R/Z
r = Ty(z):=z+a.

Teorema de Equidistribucién de Weyl. Sea o en R/Z irracional
y sea Ty : R/Z — R/Z la rotacion de dangulo «. Entonces para todo x
en R/Z, la orbita (Tg;([fg)):i% de zo para T, esta equidistribuida con
respecto a Leb.

La Figura[2.2] representa una parte de una érbita para la rotacién de
angulo igual al niimero de oro, a = @

Las rotaciones irracionales son inusuales en que toda érbita esta equi-
distribuida con respecto a una misma medida. Para la transformacion
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FIGURA 2.1. Orbita de un automorfismo de una super-
ficie K3, de la galeria de MCMULLEN.

500 |
aoof .
300—_-' '
200F° -

100F -+ .°

0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURA 2.2. Orbita hasta tiempo 500 para la rotacién
de dngulo a = @ La coordenada vertical es el tiempo,
y la horizontal el circulo, representado por el inter-

valo [0, 1].

de duplicacion de dngulo

my: R/Z — R/Z
xr = me(x):=2x,
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la equidistribuciéon ocurre para un conjunto de medida de Lebesgue
total de condiciones iniciales, pero se puede demostrar que no ocurre
para todas.

Teorema 2.2. Para toda condicion inicial xo en un subconjunto de R/Z
de medida total para Leb, la orbita (mg(:vo)):oz de xo para my estd equi-

distribuida con respecto a Leb. -

Este resultado se puede deducir facilmente del Teorema Ergddico
Puntual usando series de Fourier, ver §3.8.1|

2.2. Familia logistica. En esta seccion consideramos la familia lo-
gistica (fx)xe(0,4], definida para un parametro A en (0,4] por

e [0,1] — [0,1]
r = fi(x) = Ax(l —x).

La familia logistica ha atraido mucho interés desde que en 1976 el bidlo-
go Robert May la propuso como un modelo de dindmica de poblaciones.

La Figura representa el grafico de f, para A = 3,74, y la Figu-
raf2.4/una parte de una orbita para esta transformacion. Después de un
tiempo, la érbita es atraida por una érbita periddica atractora de perié-
do 5. Se puede demostrar que existe un conjunto de medida de Lebesgue
total de condiciones iniciales cuyas orbitas estan equidistribuidas con
respecto a una medida finita soportada en la érbita periddica atractora.
El pardmetro A = 3,74 es un ejemplo de un pardmetro regular, ver §2.4]

Cuando A = 4, la transformacion logistica f; se conoce como la trans-
formacion de Ulam y von Neumann, quienes la propusieron en 1947
como un generador de nimeros pseudo-aleatorios. La Figura|2.5| repre-
senta una parte de una Orbita para esta transformacién. Es menos
regular que la parte de érbita para la rotacion de angulo o = @
de la Figura [2.2] Sin embargo, en demostramos que si hay una
cierta regularidad: Existe un conjunto de medida de Lebesgue total de
condiciones iniciales cuyas érbitas estan equidistribuidas con respecto a

la medida —322— . El pardmetro A\ = 4 es un ejemplo de un pardmetro
o e(—n) p JEmp p

estocdstico, ver §2.4]

La Figura [2.6| representa el diagrama de bifurcacion de la familia
logistica. La coordenada vertical es el pardmetro A, desde A = 0 (abajo)
hasta A = 4 (arriba). En la recta horizontal de altura A esta represen-
tado el limite de la drbita de o = 1/2. Por ejemplo, para A cercano a 0
este limite se reduce a un tnico punto, y para A cercano a 4 el limite
pareciera ser un intervalo.



10 JUAN RIVERA-LETELIER

Ficura 2.3. Gréfico de la transformacién logistica f),
para A = 3,74.

500 F

400 |

300 |

1 1 h 1 1 : : Ll 1 ‘- hd Lt
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.2

FIGURA 2.4. Orbita hasta tiempo 500 para la trans-
formacion logistica fy, con A = 3,74. La coordenada ver-
tical es el tiempo, y la horizontal el intervalo [0, 1].

2.3. Histogramas. En esta seccién analizamos las propiedades es-
tadisticas de la aplicacién de Ulam y von Neumann, fy(z) = 4z(1—z).
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FI1GURA 2.5. Orbita hasta tiempo 2000 para la trans-
formacion de Ulam y von Neumann. La coordenada ver-
tical es el tiempo, y la horizontal el intervalo [0, 1].

F1cUrA 2.6. Diagrama de bifurcacion de la familia logistica.

Comenzamos con una representacion grafica de la distribucién de una
orbita, conocida usualmente como “histograma’.

Consideremos una condicion inicial zg, su 6rbita hasta un tiempo T,
y dividamos el intervalo [0, 1] en un nimero N de intervalos de la misma
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longitud. Con estos datos definimos para cada i en {0,..., N — 1} el
nimero
; 1 1+ 1
;i =17€{0,...,T—1}: f] € |l—=,— ,
wi={ief el € |5 ) )
y consideremos el grafico de barras que sobre cada intervalo [%, %)

tiene altura vz-%. Agregamos el factor & para que el area debajo del

grafico sea igual a 1. .

La Figura es el histograma con xo = 1/7, T = 2000, y N = 100.
Observemos que este pedazo de 6rbita pasa mas tiempo en los extremos
de [0, 1], lo que también se puede apreciar en la Figura[2.5

8L

4] 20 40 60 80 100

Ficura 2.7. Histograma de una &rbita hasta tiem-
po 2000 para la transformacién de Ulam y von Neumann.

A continuacién usaremos el Teorema Ergddico Puntual para demos-
trar que los histogramas de las orbitas de f; convergen a la funcién x +—

—~L__ provisto que la condicién inicial pertenezca un conjunto de
wy/x(1—1x)

medida de Lebesgue total, y cuando hacemos primero 7" — +00 y des-
pués N — +o00. La Figuraes el grafico del histograma con zy = 1/e,
= = 200, j i i6 I
T = 20000, y N = 200, junto con el grafico de la funcion z oy ot
Usaremos una consecuencia inmediata del Teorema Ergddico Pun-
tual, demostrado en §4.1, Para enunciar este resultado necesitamos
introducir algunos conceptos.
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Ficura 2.8. Grafico de la funcién = — ﬁ, junto

con el grafico de un histograma de una érbita para la
transformacién de Ulam y von Neumann.

Recordemos que para un espacio de medida (X,.#, 1), un conjunto
medible Y tiene medida nula si u(Y') = 0, y tiene medida total st X \'Y
tiene medida nula. Dada una transformacién T : X — X, un subcon-
junto Y de X es invariante, si T~ (Y) =Y.

Definicién 2.3. Sea (X,.%, ) un espacio de medida y 7' : X — X
una transformacién medible. Decimos que T es ergddica con respecto
a jt, o que p es ergodica para T, si cada subconjunto medible de X que
es invariante por 1" tiene medida nula o total.

Dado un espacio de medida (X,.%,u), una transformacién medi-
ble T : X — X preserva medida si para todo conjunto medible A de X
tenemos

p(T71(A)) = p(A),

ver §3] El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teo-
rema Ergddico Puntual demostrado en § [4.1]

Teorema 2.4. Sea (X, ., u) un espacio de probabilidad y T una trans-
formacion medible que preserva medida. Entonces para toda funcion
medible ¢ : X — R que satisface [ |p|dp < +oo existe un subconjunto
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de medida total de X donde

n—

1
1 .
lim — 7 = [ wdp.
Jim = po /wu

J=0

Para aplicar este resultado a la transformacion de Ulam y von Neu-

mann fy, consideremos el intervalo [0, 1] provisto de su o-dlgebra de
Borel 4, y la medida de probabilidad v en ([0, 1], &) definida por

dx
2.2 Vi=m ———.
(22) T/ x(l — )
Un calculo directo muestra que para todo intervalo I contenido en [0, 1]
tenemos

v (frH(1) = v(I).
Esto implica que la transformacion de Ulam y von Neumann f; preser-

va v, ver parte 1 del Teorema Por lo tanto, el siguiente resultado
nos permite aplicar el Teorema a fy y la medida (2.2)).

Lema 2.5. La transformacion de Ulam y von Neumann es ergodica
con respecto a la medida (2.2)), y por lo tanto con respecto a la medida
de Lebesgue en [0, 1].

Estamos en posiciéon de demostrar que los histogramas de érbitas
de f4 convergen a la funcién x +— L_ Sea N > 1 un entero,

my/z(1—x

y para cada i en {0,...,N — 1} sea Xy, el subconjunto de [0,1] de
medida total para v dado por el Teorema con ¢ = ]1[ i) Se sigue
que

i
N

N—-1
XN = m XN,i
=0

es un subconjunto de [0, 1] de medida total para v, y por lo tanto para
la medida de Lebesgue en [0, 1].

Fijemos zo en (\y_,; Xy y un entero N > 1. Dado un entero T' > 1,
para cada i en {0,..., N — 1} definimos

Vi = {je {0,...,T =1} : fl(=o) € [%,%)}

Entonces el Teorema [2.4] implica que

i4+1
N

dx

(N
lim — :/11”.“ dy:/ e —
T—+o00 1’ [N’ N ) % TT A /I‘(l —I‘)
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Esto demuestra que, fijando g y N y haciendo T" — +00, el histograma
de la dérbita de x( hasta tiempo T converge al grafico de la funcién

Ni (N/E d—x)) REs )

— i omyz(l—x

Para concluir, observemos que cuando N — 400 esta funcién converge

arr— ————

my/ x(1—1x)

2.4. Medidas fisicas y medidas absolutamente continuas e
invariantes. En los resultados de equidistribucién que hemos visto
hasta el momento, hay una tnica medida que describe la distribuciéon
asintotica de casi todas las érbitas. Esto motiva el concepto de “medida
fisica”, que pasamos a introducir.

Consideremos un espacio topolégico X y una transformacion con-
tinua 7" : X — X. En muchos casos de interés, el espacio X esta
provisto de una medida de referencia natural. Por ejemplo, el interva-
lo [0, 1] esta provisto de la restriccién de la medida de Lebesgue en R,
y el circulo R/Z esta provisto de la medida Leb inducida por la medida
de Lebesgue en R. Méas generalmente, para una variedad diferencia-
ble podemos considerar una forma de volumen como una medida de
referencia.

Definicién 2.6. Sea X un espacio topoldgico y T : X — X una
transformacién continua. La cuenca de una medida boreliana de pro-
babilidad v en X es el conjunto de todas las condiciones iniciales en X
cuya érbita para T' esta equidistribuida con respecto a v. Ademas, si
es una medida boreliana de referencia en X, entonces v es fisica con
respecto a p si la cuenca de v tiene medida positiva con respecto a .

Con esta terminologia, el Teorema de Equidistribucién de Weyl enun-
ciado en se puede formular de la siguiente forma: Para una rotacion
irracional en R/Z, la cuenca de Leb es igual a todo R/Z. En particu-
lar, la medida Leb es una medida fisica con respecto a ella misma.
Similarmente, el Teorema [2.2| se puede formular como sigue: Para la
transformacion de duplicacién de dngulo en R/Z, la medida Leb es una
medida fisica con respecto a ella misma.

Combinando el Teorema [2.4] con el Lema [2.5| se sigue que para la
transformacién de Ulam y von Neumann fy(z) = 4z(1 — z), la medi-

da % es fisica con respecto a la medida de Lebesgue en [0, 1].
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Consideremos un pardametro A en (0,4] tal que la transformacién
logistica f) posee una Orbita periddica atractora, como el parame-
tro A = 3,74 considerado en la Figura[2.4] Mds precisamente, suponga-
mos que existe un punto zy en [0, 1] y un entero n > 1, tales que

[ (zo) = 20 y [DfY(w0)| < 1.

Entonces se puede demostrar que la cuenca de la medida

1
n (Beg o+ Ot

tiene medida de Lebesgue total en [0, 1]. En particular, esta medida es
fisica con respecto a la medida de Lebesgue. Diremos que un parara-
metro A\ con esta propiedad es regular.

El siguiente resultado nos da un criterio para encontrar medidas
fisicas. Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.4

Proposiciéon 2.7. Sea X un espacio topolégico compacto provisto de
una medida de referencia p, y sea T : X — X continua y ergodica con
respecto a . Si v es una medida boreliana de probabilidad en X que
es tnvariante por T y que es absolutamente continua con respecto a ,
entonces la cuenca de v tiene medida total con respecto a v, y por lo
tanto v es una medida fisica con respecto a yu.

La Figura [2.9| representa la densidad de una medida absolutamente
continua con respecto a una forma de drea en la esfera de Riemann.
Esta medida es invariante y ergddica con respecto a una cierta funcién
racional compleja, y por lo tanto es una medida fisica por la Proposi-
cién 2.71

El siguiente resultado nos permitira aplicar el criterio de la Proposi-
cion a todas las transformaciones logisticas. Es una generalizacion
amplia del Lema [2.5

Teorema 2.8 (Blokh-Lyubich, [BLI1)). Toda aplicacion logistica es
ergodica con respecto a la medida de Lebesgue.

Combinado con el hecho que la cuenca de una medida es un conjunto
invariante, este resultado implica de forma inmediata:

Corolario 2.9. Para una transformacion logistica, la cuenca de una
medida fisica tiene medida total con respecto a la medida de Lebesque
en [0,1]. En particular, una transformacion logistica tiene a lo mds una
medida fisica.

Por la Proposicién [2.7] también tenemos como consecuencia inmedi-
ata:
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F1GURA 2.9. Densidad de una medida absolutamente
continua con respecto a una forma de drea en la esfera
de Riemann, que es invariante con respecto a una funcion
racional compleja; de la galeria de Arnaud Chéritat.

Corolario 2.10. Para una transformacion logistica, toda medida de
probabilidad invariante que es absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesque es una medida fisica.

Un pardmetro A en (0,4] es estocdstico, si fy admite una medida de
probabilidad invariante que es absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue. Por los Corolarios [2.9)y [2.10] una tal medida es
fisica con respecto a la medida de Lebesgue, y su cuenca tiene medida
total en [0,1]. Las consideraciones en se aplican sin cambios a
cualquier parametro estocastico, e implican que los histogramas de casi
toda orbita convergen a la densidad de la medida fisica.

El parametro A\ = 4 es estocéstico, ya que la medida es absolu-
tamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, y es invariante

por fy, ver § B3
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Observemos que para un parametro regular la medida fisica corres-
pondiente no es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue, ya que esta soportada en un conjunto finito.

Terminamos con el siguiente resultado de Lyubich, que demuestra
que casi todas las transformaciones logisticas tienen una medida fisica,
ver también [Lyu00].

Teorema 2.11 (Lyubich, [Lyu02]). Con respecto a la medida de Le-
besgue en (0,4], casi todo pardmetro es reqular o estocdstico.
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3. RECURRENCIA Y ERGODICIDAD

3.1. Sistemas dindmicos medibles y factores. Sean (X,.Z)y (X, ﬂN’)
espacios mediblesy T': X — X una transformacién medible. Para cada
medida pen (X, % ) la medida imagen Tyt de i es la medida en (X, ﬁ’)
definida para cada Aen 7, , por

T A) = u(T7H(A)).

Dado un espacio de medida (X, %, i), diremos que una transforma-
cion medible T : X — X preserva medida si T,y = p. En este caso
diremos que (X,.%,u,T) es una transformacion que preserva medida.
En el caso particular en que (X,.%#, i) es un espacio de probabilidad,
diremos que (X, .Z#, u, T) es un sistema dindmico medible.

Sean (X, Z,u,T)y (X 2 1L, )transforma(:lones que preservan me-
dida. Una aplicacién factor de (X, Z,p,T) a (X,Z, i, T) es una fun-
cién medible h : X — X tal que hy,u = iy tal que hol' = Toh
en un conJunto de medida total para p. Cuando tal h existe, diremos
que (X,.Z, 1, T) es un factor de (X,.Z, 1, T), o que (X,.Z, 1, T) es
una extension de ()? ;45: 1L, TV) Es inmediato verificar que una compo-
sicién de aplicaciones factor es una aphcamon factor. Si h @ X — X
es una aplicacién factor de (X, #,u,T) a (X, Z, u,T) y existe una
aplicaciéon medible h: X — X tal que hoh y ho h coinciden con la
identidad de X y de X en un conjunto de medida total para p y p,
respectivamente, entonces diremos que h es un isomorfismo. Cuando

tal h existe, diremos que (X,.%, 1, T) y (X,.%,[i,T) son isomorfas.

Lema 3.1. Sean (X,.%,u,T) y (X F .0 1, ) transformaciones que pre-

servan medida y sea h : X — X una aplicacion factor. Entonces tene-
mos las siguientes propiedades:

1. Eziste un subconjunto de medida total Xo de X tal que T'(Xy) C

Xo y tal que hoT' = Toh en Xo. En particular, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X(]LX()

2. Sih es un isomorfismo, entonces existen subconjuntos de medida
total Xo y Xo de X y X, respectivamente, tal que

T(Xo) C Xo, T(Xo) C Xo,
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y tal que h : Xg — Xy es una biyeccion cuya inversa es medi-
ble que envia mgo en p|x,. En particular, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X(]LX()

ﬁ y

XQ—~>X0
T

Nota 3.2. Es inmediato verificar que para cualquier X, y cualquier fun-
ciéon medible h : Xy — X como en la parte 1 del lema, toda extension
medible de h a X es una aplicacién factor. Similarmente, para cual-
quier Xy y )?0 y cualquier funcién medible h : Xy — )?0 como en la
parte 2 del lema, toda extension medible de h a X es un isomorfismo.

Demostracion del Lema[3.1. Para demostrar la parte 1, sea X' un sub-
conjunto de medida total de X donde hoT = T o h. Entonces

+o00
(3.1) Xo:= [T (X'
j=0

es un subconjunto de medida total de X’ que satisface T'(Xy) C Xo.
Por 1o tanto tenemos hoT = T o h en Xo. También se sigue que X es
de medida total X. Esto demuestra la parte 1.

Para demostrar la parte 2, sea h: X — X una funcién medible tal
que hoh y hoh coinciden con Id x y Idg en un conjunto de medida total
para (i y [i, respectivamente. Sean X o y X' subconjuntos de medida
totaldeXdeondehOT TOhyhOh Idx,ydondehOT Toh
y ho h= Id ¢, respectivamente. Finalmente, sea X, definido por (3.1))
con X’ reemplazado por X' NA™1 (X' ). Entonces X, es de medida total
en X y tenemos

T<X0) C XU> (h © T)’XO (T © h)’Xm (h © h)’Xo Ide y h<X0) C )?/'

Se sigue que el conjunto X, = Eil(Xo) N 55', que esta en i tiene
medida total en X, y es igual a h(Xj). Concluimos que la inversa
de h|y, es igual a %|)~(O, y que por lo tanto es medible. Finalmente,
observemos que

T(Xo) = T(h(Xo)) = M(T(Xo)) C h(Xo) = X,
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y que para todo A en .# contenido en X, tenemos

((hlx,) ™), (Al g )(A) = B(R(A)) = hup(h(A)) = p(h™" (h(A)))
— il (3o N A (R(A))) = plx, (A).
Esto completa la demostracién de la parte 2 y del lema. U

3.2. La categoria de los sistemas dinamicos medibles. En es-
ta seccién usamos el lenguaje de las categorias para demostrar que las
aplicaciones que preservan medida y los sistemas dinamicos medibles
forman clases naturales de sistemas dindmicos. Esta seccién no es esen-
cial para el resto de estas notas y se puede saltar. Las nociones basicas
de categorias se pueden encontrar, por ejemplo, en [MLIS].

Primero demostraremos que existe una categoria cuyos objetos son
las transformaciones que preservan medida y cuyos morfismos son las
clases de equivalencia de aplicaciones factor, para una cierta clase de
equivalencia introducida abajo. Como consecuencia inmediata obten-
dremos que los sistemas dindmicos medibles y los morfismos entre ellos
forman una (sub)categoria. Finalmente demostraremos que una apli-
cacion factor es un isomorfismo en el sentido de si y solo si su
clase de equivalencia es un isomorfismo en el sentido de las categorias
(Lema [3.3)).

Sean (X, Z,u,T)y ()Af ,F L, T ) transformaciones que preservan me-
dida. Entonces 2 aplicaciones factor

h:X =X y h:X X
son equivalentes, si coinciden en un subconjunto de medida total para p.
Es facil ver que esta relacién es una relaciéon de equivalencia. Para una
aplicacién factor h, denotamos por [h] la clase de equivalencia de h.

Los morfismos de la categoria que estamos definiendo son las clases
de equivalencia de aplicaciones factor. Para definir la composicion de
morfismos, consideremos transformaciones que preservan medida
<X7 Lg? /’[/7 T)7 <Y7 g? V’ S)? y (Z? %’ 57 R)'

Dadas aplicaciones factor equivalentes

WX =Y vyh: XY,
y

g:Y >Zyqg:Y > Z,
respectivamente, es inmediato verificar que goh y ’g\oﬁ son equivalentes.

Por lo tanto podemos definir la composicién [g] o [h] de las clases de
equivalencia de h y g, por

[g] o [h] := [g o h].
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Una verificaciéon inmediata muestra que la composicion de clases de
equivalencia de aplicaciones factor es asociativa.

Solo nos falta verificar la existencia de un morfismo identidad para
cada transformacién que preserva medida (X, .7, I ) Observemos
que para cada transformacién que preserva medida (X Z, 1L, T) y cada
aplicacion factor h : X — X , tenemos

[h] o [Idx] = [h o Idx] = [h].
Por otro lado, para toda aplicacién factor g : X — X tenemos
[Idx] o [g] = [Idx og] = [g].

Esto demuestra que [Idx| es un morfismo identidad de (X, .#, u,T).
Esto completa la demostracion de la existencia de una categoria cu-
yos objetos son las transformaciones que preservan medida y cuyos
morfismos son las clases de equivalencia de aplicaciones factor. Como
la imagen de un sistema dindmico medible por un morfismo es tam-
bién un sistema dindmico medible, se sigue que los sistemas dinamicos
medibles junto con los morfismos entre ellos forman una (sub)categoria.

Lema 3.3. Sean (X, .7, u,T) y(X,ZF,u,T) transformaciones que pre-
servan medida y h : X — X una aplcacion factor. Entonces h es un
isomorfismo si y solo si su clase de equivalencia [h] es un isomorfismo
en el sentido de las categorias.

Demostracion. Supongamos que [h] es un isomorfismo en el sentido de
las categorias, de tal forma que existe una aplicacién factor h:X =X
tal que [h] o [h} [Idy] v [A] o [h] = [Idg]. En particular I es medible

h ohyho I coinciden con Idy y Id§ en un conjunto de medida total
para 1Ly i, respecitvamente. Esto demuestra que la aplicacién factor h
es un isomorfismo. B

Supongamos ahora que h es un isomorfismo, sean Xy y Xo dados

por la parte 2 del Lema .V sea h:X — X cualquier extension
medible de (h]x,)™" Entonces _por el Lema se sigue que h es una
aplicacién factor de (X,. %, 1, T) a (X,.Z, u, ) Por otro lado, por la
definicién de aplicacion factor isomorfismo se sigue que [lNz} o[h] = [Idx]
y [h] o [h] = [Idg]. Esto demuestra que [h] es un isomorfismo en el
sentido de las categorias. 0

3.3. Recurrencia de Poincaré.

Proposicién 3.4 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (X, .#, u,T)
un sistema dindmico medible. Entonces para cada subconjunto A de X
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de medida positiva, el conjunto de los puntos de A que retornan infini-
tas veces a A bajo iteracion tiene medida total en A.

Demostracion. Dado un entero n > 0, sea A,, el subconjunto de A de
los puntos que retornan exactamente n veces a A bajo iteracion. Es
suficiente demostrar que para cada entero n > 0 el conjunto A,, tiene
medida nula. Para demostrar esto, observemos que ningin punto de A,,
puede retornar a A,, bajo iteracion. Por lo tanto, los conjuntos

A, T7HA),. ..

son disjuntos dos a dos. Como cada uno de estos conjuntos tiene la
misma medida que A,,, concluimos que A, es de medida nula. Esto
completa la demostracién de la proposicion. O

3.4. Conjuntos (cuasi-)invariantes. Sea X un conjunto y sean A
y B subconjuntos de X. La diferencia simétrica de A y B es

AAB:=(A\B)U(B\ A).

Definicién 3.5 (Conjuntos (cuasi-)invariantes). Sea (X,.#, ) un es-
pacio de medida y sea T' : X — X una transformacién medible. Un
subconjunto medible A de X es invariante si T~'(A) = A, y es cuasi-
invariante si T~'(A) /A A tiene medida nula.

Lema 3.6. Sea (X, . %, ) un espacio de medida y sea T : X — X una
transformacion medible tal que para cada subconjunto E de medida nula
de X, el conjunto T~1(E) también es de medida nula. Entonces para
cualquier subconjunto medible A de X que es cuasi-invariante por T,

el conjunto
“+00 400

A=NUT7AW

1=0 j=1

es invariante por T y AN A’ es de medida nula.

Antes de pasar a la demostraciéon de este lema, observemos que para
subconjuntos A, By C' de X tenemos

(3.2) AABC(AAC)U(C A B)
y
(3.3) AN (BUC)C(AAB)U(AAC).

Ademads, para cualquier transformacion 7 : X — X tenemos

(3.4) TY(A) AT Y(B) = T"Y(A A B).
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Demostracion Lemal3.6. Para cada entero 7 > 0, sea
+oo
A= T7(A).
j=i

Luego

+o0 400
A=AyT ' (A)=)A.
i=0 i=1

Como A; es decreciente con 4, concluimos que T!(A") = A’
Para demostrar que A A A’ tiene medida nula, observemos que para

cada entero j > 1 tenemos por (3.2)) y (3.4)
j—1 Jj—1
ANTT(A) [ J (T A AT V) =T (AAT(4)).
=0 =0
Por lo tanto, el conjunto AAT 7 (A) es de medida nula. Junto con (3.3),
esto implica que para cada entero ¢ > 0 el conjunto AA A; tiene medida
nula. A su vez, esto implica que A A A’ es de medida nula. O

3.5. Ergodicidad. Recordemos que para un espacio de medida (X, .#, u),
una transformacion medible T : X — X es ergddica si cada subcon-
junto invariante de X tiene medida nula o total (Definicién [2.3).

Es inmediato verificar que para una transformacién que preserva
medida y es ergddica, todo factor es ergddico.

Proposicién 3.7. Para un sistema dindmico medible (X,.%, u,T), las
siguientes propiedades son equivalentes.

1. T es ergodica,

2. Cada subconjunto cuasi-invariante de X tiene medida nula o to-
tal;

3. Para todo subjconjunto A de X de medida positiva, el conjun-

to U5 T7(A) es de medida total;
4. Para todo par de subconjuntos A y B de X de medida positiva

existe un enteron > 0 tal que T~"(A)N B es de medida positiva.

Demostracion. Para demostrar 1 = 2, sea A un conjunto cuasi-invariante
y sea A’ el conjunto invariante definido en el Lema [3.6] Entonces A’
tiene medida nula o total. Como A/ A’ tiene medida nula, esto implica
que A’ tiene medida nula o total.

Para demostrar 2 = 3, sea A un conjunto de medida positiva. Como

(3.5) Ay = +LOJQT‘J'(A)
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contiene a A, es suficiente demostrar que Ag es cuasi-invariante. Ob-
servemos que T7(4y) C Ag. Como T(Ag) y Ao tienen la misma
medida y p es de probabilidad, se sigue que Ay es cuasi-invariante.
Esto completa la demostracién de 2 = 3.

Para demostrar 3 = 4, observemos que por la parte 3 el conjun-
to tiene medida total. Como B tiene medida positiva se sigue que
para algin entero ¢ > 0 el conjunto T-*(A) N B tiene medida positiva.

Para completar la demostracién de la proposicion es suficiente de-
mostrar 4 = 1. Supongamos por contradiccién que existe un conjunto
invariante A que no tiene medida nula ni total. Entonces Ay B := X\ A
tienen ambos medida positiva y la propiedad 4 implica que existe un
entero n > 0 tal que T7"(A) = A intersecta al conjunto B = X \ A,
lo que es imposible. Esta contradiccion completa la demostracion de
4 = 1y ,de la proposicion. O

Proposicién 3.8. Para un sistema dindmico medible (X, %, u,T), las
siguientes propiedades son equivalentes.
1. T es ergodica;
2. Toda funcion medible ¢ : X — R que satisface p ol = ¢ en un
subconjunto de medida total, es constante en casi todo punto;
3. Toda funcion de cuadrado integrable ¢ : X — R que satisface o
T = ¢ en un subconjunto de medida total, es constante en casi
todo punto.

Demostracion. Para demostrar 1 = 2, supongamos que 1" es ergodica y
que ¢ : X — R es una funciéon medible tal que ¢oT = ¢ en un conjunto
de medida total. Dado un numero real ¢, consideremos el conjunto
cuasi-invariante X, := ¢ !((—o0, c]). Por otro lado, observemos que
existe un entero ng tal que el conjunto ¢~*((ng, ng + 1]) tiene medida
positiva. Como este ultimo conjunto es cuasi-invariante y I" es ergddica,
concluimos que ¢~ *((ng,no + 1]) es de medida total. En particular, el
conjunto X,,, tiene medida nula y el conjunto X,, ;1 tiene medida total.
Entonces podemos definir

co = inf{c € R : X, tiene medida total}.

Para cada ¢ < ¢y el conjunto X, tiene medida nula, lo que implica que el
conjunto ¢~ !((—o0, ¢p)) tiene medida nula. Por otro lado, para cada ¢ >
co el conjunto X, tiene medida total y por lo tanto el conjunto X \
X, tiene medida nula. Esto implica que el conjunto ¢((cy, +00)) tiene
medida nula. Esto demuestra que ¢ es igual a ¢y en casi todo punto.
La implicacién 2 = 3 siendo trivial, para completar la demostracion
de la proposicion es suficiente demostrar 3 = 1. Dado un conjunto
invariante A, observemos que la funcién indicatriz 14 es de cuadrado
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integrable y satisface 1 4,07 = 1 4 en X. Por lo tanto 1 4 es constante en
un conjunto de medida total. Como 1 4 solo puede tomar los valores 0
y 1, concluimos que 1,'(0) = X \ A o que 1;'(1) = A es de medida
total. Es decir, que A es de medida nula o total. Como esto es valido
para cualquier conjunto invariante A, concluimos que 7' es ergoédica. [

3.6. Punto de vista espectral. Sea (X,.%, ) un espacio de me-
dida. Diremos que 2 funciones medibles definidas en X y tomando
valores en C son equivalentes, si coinciden en un conjunto de medida
total. Denotaremos por L*(X,.%, i) el espacio de las clases de equiva-
lencias de funciones medibles ¢ : X — C que satisfacen [|¢||2 < +o0.
Dada un funcién ¢ con esta propiedad, por abuso de notaciéon deno-
taremos por ¢ su clase de equivalencia en L*(X,.#,u). Para ¢ y 9
en L*(X,Z, ) definimos

{0, 9) r=/wﬂdu-

Esta funcién bilineal induce un producto interno en L*(X,.Z, i), para
le cual L*(X, %, i) es un espacio de Hilbert.

Dada una transformaciéon medible 7' : X — X y una funcién medi-
ble ¢ : X — C, definimos

UTQD = gDOT.

Lema 3.9. Sea (X, .%,u,T) un sistema dindmico medible. Entonces
el operador Uy induce un operador lineal del espacio L*(X,.Z, 1) en si
mismo, que es una tsometria.

Demostracion. Como T preserva medida, si p : X - Cy ¢ : X — C
son funciones medibles equivalentes, entonces el conjunto

{Urp # Urp} =T ({¢ # ¢})

es de medida nula, y por lo tanto Ure y Urt son equivalentes. Si
ademas [|¢||2 < 400, entonces la formula de cambio de variable aplica-
da a |p|? nos da,

\Urell2 = / oo TP du= / 020 T du = ||l

Esto demuestra que ||Ur(p)|2 < 400 y por lo tanto que Ur induce
un operador lineal de L?(X,.%, ) es si mismo. Se sigue ademds que el
operador inducido es una isometria. O

Dado un sistema dindmico medible (X,.%, u, T, por abuso de nota-
ciéon denotamos por

Ur: L*(X, 7, 1) — L*(X,.%, 1)
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el operador definido en el lema anterior.

El siguiente resultado caracteriza la ergodicidad T en términos de
propiedades espectrales del operador Ur. Recordemos que para un ope-
rador U de L?(X,.%, i) en si mismo, un nimero complejo A es un au-
tovalor de U, si existe ¢ en L*(X,.%, ) no nula tal que Urp = A\p. En
este caso ¢ es una autofuncion de U para el autovalor A. Si cualquier
otra autofuncion de U para al autovalor A es un multiplo escalar de ¢,
entonces el autovalor A de U es simple.

Si (X, Z#,u,T) es un sistema dindmico medible, entonces el opera-
dor Uy satisface Url x = 1x y por lo tanto el nimero 1 es un autovalor
de UT'

Proposicién 3.10. Sea (X, %, u, T) un sistema dindmico medible y Ur
el operador correspondiente. Entonces tenemos las siguientes propieda-

des:

1. T es ergodica si y solo st 1 es un autovalor simple del opera-
dor Ur;

2. 81T es ergodica, entonces todo autovalor de Ur es simple y el
conjunto de los autovalores de U es un subgrupo del grupo mul-
tiplicativo S*.

Demostracion. Para demostrar la parte 1, supongamos que 7" es ergddi-
ca y sea (¢ una autofunciéon de Uy para el autovalor 1. Entonces poT =
@ en un conjunto de medida total, y por la Proposicion la fun-
cién ¢ es constante en un conjunto de medida total. Es decir que ¢
es un multiplo escalar de 1x en L*(X,.%, ). Esto demuestra que el
autovalor 1 de Ur es simple. Para demostrar la implicacién inversa,
supongamos que el autovalor 1 de Ur es simple. Por la Proposicién [3.8]
para demostrar que T es ergddica es suficiente demostrar que cada ¢
en L?(X,.Z, ) satisfaciendo ¢ o T' = ¢ es un multiplo escalar de 1y.
Para una tal ¢ tenemos Urp = ¢, y por lo tanto ¢ es una autofuncion
de Ur para el autovalor 1, o es nula. Como por hipétesis este autova-
lor 1 de Ur es simple, en todos los casos se sigue que ¢ es un multiplo
escalar de 1x. Esto completa la demostraciéon de la parte 1.

Sea A un autovalor de Ur y sea ¢ : X — C una funcién medible tal
que [|¢|l2 € (0,+00) y tal que Urp = Ap en un conjunto de medida
total. Como Ur es una isometria, tenemos

lelle = [[Urglla = [[Aplla = [A] - llll2,

lo que implica que |[A\| = 1. Adem4s, en un conjunto de medida total
tenemos

Il = |Xp| = |Urp| = Ur|y).



28 JUAN RIVERA-LETELIER

Por la parte 1 se sigue que || es constante en casi todo punto. Reempla-
zando ¢ por una funcién equivalente si es necesario, suponemos que ||
es constante. Para demostrar que el conjunto de los autovalores de Uy
forma un subgrupo de S!, sea n un autovalor de Uy y sea 1) : X — C
una funcién medible tal que |[¢||2 € (0,+00) y Ury = ¢ en un con-
junto de medida total. Entonces la funcién /¢ satisface,

Ur(¥/¢) = (Ure)[(Ury) = (An)e /v

en un conjunto de medida total. Esto demuestra que A/n también es
un autovalor de Urp, y por lo tanto que los autovalores de Ur forman
un subgrupo de S*. Para demostrar que el autovalor A de Uy es simple,
tomemos 77 = A. Entonces Ur(1/¢) = ¢/¢ en un conjunto de medida
total, y por la parte 1 se sigue que /1 es constante en un conjunto de
medida total. Esto implica que v es equivalente a un multiplo escalar
de ¢. Esto completa la demostracién de que el autovalor A de Ur es
simple, y de la proposicion. U

3.7. Transformaciones conservativas. El objetivo de esta seccién
es considerar algunos conceptos relevantes para el caso de espacios de
medida infinitos y/o de transformaciénes que no preservan medida.
Mas resultados en esta direcciéon se pueden encontrar en el libro de
Halmos |[Hal56] o en el libro de Aaronson [Aar97].

Nota 3.11. Si bien las definiciones siguientes, asi como la definicién de
ergodcidad, estdn formuladas para un espacio de medida (X, .%#, ), los
conceptos solo dependen de la coleccion de conjuntos de medida nula
de u. Por ejemplo, si y/ es una medida en (X,.%) que comparte los
mismos conjuntos de medida nula con pu, entonces una transformacion
medible 7" : X — X es ergddica con respecto a p si y solo si es ergddica
con respecto a 4. En particular, si X es una variedad diferenciable y .%
es la o-algebra de Borel de X, entonces una transormacién 7' : X — X
que es ergddica con respecto a una forma de volumen en X, es ergddica
con respecto a toda forma de volumen en X.

Sea (X, %, p) un espacio de medida y 7' : X — X una transforma-
cién medible. Un conjunto medible W es errante si los conjuntos

W, TN (W), T2(W), ..
son disjuntos dos a dos. La transformacion 7' es:

= Conservativa, si todo conjunto errante tiene medida nula;

» (Infinitamente) recurrente, si para cada conjunto de medida po-
sitiva A, el conjunto de puntos de A que retorna (infinitas veces)
a A tiene medida total en A;
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s Mediblemente transitiva, si para cada par de conjuntos de medida
positiva A y B, existe un entero n > 1 tal que T-"(A) N B tiene
medida positiva.

Observemos que T es mediblemente transitiva, si para cada conjunto

de medida positiva A el conjunto ;:‘1 T7"(A) es de medida total.
Con esta terminologia, el Teorema de Recurrencia de Poincaré (Pro-

posicién afirma que todo sistema dindmico medible es infinitamente

recurrente.

Proposicién 3.12. Sea (X, .7, u) un espacio de medida y T : X — X
una transformacion medible. Entonces las propiedades siguientes son
equivalentes.

1. T es conservativa,
2. T es infinitamente recurrente;
2. T es recurrente.

Demostracion. Para demostrar 1 = 2, supongamos que 7' es conserva-
tiva y sea A un conjunto de medida positiva. Para cada entero n > 0
sea A, el subconjunto de A de los puntos que retornan exactamen-
te n veces a A. Entonces el conjunto de los puntos de A que retornan
infinitas veces a A es igual a

+00
AN An
n=0

Por lo tanto, es suficiente demostrar que para cadan > 0 el conjunto A,
tiene medida nula. Esto ultimo sigue del hecho que A,, es errante.
Como 2 = 3 es trivial, para completar la demostracién de la pro-
posicién es suficiente demostrar 3 = 1. Supongamos por contradiccién
que T es recurrente y W es un conjunto errante de medida positiva.
Esto implica que existe un entero n > 1 tal que T~"(WW) intersecta
a W y por lo tanto que W no es errante. Esta contradiccion completa
la demostracién de 3 = 1 y de la proposicién. (l

Proposicién 3.13. Dado un espacio de medida (X, .7, 1), una trans-
formacion T : X — X es mediblemente transitiva si y solo si es con-
servativa y ergodica.

Demostracion. Supongamos que T es mediblemente transitiva. Para
demostrar que T ergddica, supongamos por contradiccion que exis-
te un conjunto invariante A de medida positiva, cuyo complemen-
to B := X \ A es de medida positiva. Entonces existe un entero n > 1
tal que T7"(A) = A intersecta a B = X \ A. Esta contradiccién de-
muestra que 1" es ergddica. Para demostrar que T es conservativa, por
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la Proposicién [3.12] es suficiente demostrar que 7T es recurrente. Sea A
un conjunto de medida positiva. Entonces szof T=I(A) es de medida
total y por lo tanto conjunto de los puntos de A que retornan a A tiene
medida total en A. Como esto es valido para todo conjunto de medida
positiva A, concluimos que T es recurrente.

Supongamos que 7" es infinitamente recurrente. Para demostrar que T’
es mediblemente transitiva es suficiente demostrar que para cada con-
junto de medida positiva A, el conjunto

+oo
A= JT7(A)
=1

tiene medida total. Como el conjunto A, de los puntos de A que re-
tornan infinitas veces a A bajo iteracion tiene medida total en A, re-
emplazando A por A, si es necesario, podemos suponer que A = A.
Claramente
THA)YCc Ay A\NT(A) C A.

Por otro lado, cada punto de A, estd contenido en T—!(A’). Esto de-
muestra que A’ es invariante y por lo tanto tiene medida nula o total.
Como A’ contiene al conjunto de medida positiva A, = A, concluimos
que A’ tiene medida total. Esto concluye la demostracién la proposi-
cion. O

3.8. Ejemplos de transformaciones ergddicas.

3.8.1.  Endomorfismos del circulo. Recordemos que Leb es la medida
de probabilidad en R/Z inducida por la medida de Lebesgue en R.
Sea d > 2 un entero, y consideremos la transformacién

mq:R/Z — R/Z
x = mg(x):=d-z.

Observemos que para todo intervalo I de R/Z el conjunto m;'(I) es
una unién disjunta de d intervalos de longitud igual a la longitud de [
divida por d. En particular,

Leb(m;'(I)) = Leb(I),

y por lo tanto Leb es invariante por my, ver parte 1 del Teorema
A continuacién demostraremos que my es ergédica con respecto a Leb.
Restringiéndonos al caso d = 2 esto implica que el Teorema es una
consecuencia inmediata del Teorema 2.4l
Para demostrar que my es ergddica con respecto a Leb, es suficiente
demostrar que cada funcién de cuadrado integrable ¢ : R/Z — R que
satisface ¢ o myg = ¢ en un conjunto de medida total, es constante en
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casi todo punto (Proposicién [3.8). Para cada entero k consideremos el
correspondiente coefficiente de Fourier

ap = /gp(m) exp(—2mizx) dx
de ¢. Entonces, para todo  en un conjunto de medida total tenemos
o(z) = Z ar, exp(2mikx).
keZ

Luego, es suficiente demostrar que para cada k # 0 tenemos ay = 0.
Supongamos primeramente que k no es divisible por d. Entonces,

ap = /gp o mq(x) exp(—2mizk) dx

d=1 r(j+1)/d
= Z/ o(dz) exp(—2mizk) dx
J

_ /d
— i é/(p(y) exp(—2mik(y — j)/d) dy

- é / o(y) exp(—2miky/d) dy - iexp(mm/d)-

j=0
Nuestra hipétesis que k£ no es divisible por d implica
d—1

Z exp(2mikj/d) =0
§=0
y por lo tanto que a; = 0. Supongamos ahora que k es divisible por d.

Entonces existe un entero £ > 1 y un entero ky que no es divisible por d,
tal que k = d’ky. Con esta notacién tenemos,

ap = /gp o m(z) exp(—2mizk)dz

Aol (i) df
- Z / o(d'x) exp(—2mizd‘ky)dx
j

j=0

d-1
1 .
=3 E /gp(y) exp(—2miyko)dy
J=0

= a/k‘()
= 0.

Esto concluye la demostracion de que my es ergddica.
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4. TEOREMAS ERGODICOS

Después de demostrar el Teorema Ergédico Puntual en en
demostramos que en este resultado la convergencia al limite también
ocurre en los espacios LP, y en identificamos la funcion limite
como una esperanza condicional. Finalmente, en caracterizamos la
ergodicidad en términos espectrales, y en la caracterizamos como
decrecimiento a 0 en media de correlaciones.

4.1. Teorema ergodico Puntual. En esta seccion daremos una
demostracion del Teorema Ergddico Puntual, que es también conocido
como “Teorema Ergédico de Birkhoff”. Siguiendo [KP06], demostra-
remos primero una version fuerte del “Teorema Ergdédico Maximal”
y obtendremos el Teorema Ergodico Puntual como una consecuencia
simple. A parte de las demostraciones que se encuentran en los libros
de la bibliografia, otras demostraciones cortas del Teérema Ergddico
Puntual se pueden encontrar en [AB09, [Ste89], donde se demuestra
primeramente el “Teorema Ergddico Subaditivo”.

En toda esta seccidn fijamos un sistema dindmico medible (X, . %, u, T')
y para cada funcién medible ¢ : X — R y cada entero n > 1, definimos

n—1
Sul) =S oV,
7=0

El siguiente resultado se conoce frecuentemente como “Teorema Ergodi-
co de Birkhoft”.

Teorema Ergédico Puntual. Sea (X, %, u,T) un sistema dindmico
medible y ¢ : X — R una funcidn medible que satisface [ |p|du < +oo.

Entonces la sucesion de funciones (%Sn(gp))zo converge puntualmente

1 —
en un conjunto de medida total a una funcion medible  : X — R, que

satisface

/I@I dué/lwl dp,poT = o, y/sﬁduz/sodu'

Contrariamente a lo que sugiere el nombre de este resultado, no
se supone que la aplicacion T es ergddica. En el caso en que T es
ergddica, la funcién invariante ¢ es constante en casi todo punto, igual
a [ @dp= [ du. Por lo tanto, obtenemos el siguiente corolario como
una consecuencia inmediata del Teorema Ergodico Puntual.

Corolario 4.1. Sea (X, %, u,T) un sistema dinamico medible ergddi-
co, y sea ¢ : X = R una funcion medible que satisface [ |pldp < +oo.
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Entonces en un conjunto de medida total tenemos

n

-1
1 .

lfm — 7 — [ wdp.

niToonZ;W /sou

=

Obtendremos el Teorema Ergodico Puntual como una consecuencia
simple de la siguiente version del Teorema Ergoédico Maximal. Para
enunciar este resultado, para cada funcién medible ¢ : X — R defini-
mos

o = {5050 21,
¢" = max{p,0} y ¢~ = max{—¢,0}.

Por definicién ¢t y ¢~ son no negativas y tenemos

b=0" 0y lol ="+
Teorema Ergédico Maximal. Sea (X, .7, u,T) un sistema dindmico
medible, sea ¢ : X — R una funcion medible que satisface f loldp <

+00, y sea t : X — R una funcion medible tal que [Tdp < +oo y tal
que 1ol = 1 en un conjunto de medida total con respecto a p. Entonces,

/ 0 —1tvdp>0.
{p*>}

Nota 4.2. Usualmente, “Teorema Ergdédico Maximal” es el caso parti-
cular en que ¢ es idénticamente nula.

Demostracion. Sin perdida de la generalidad supondremos

/ Y —tdy < +o0.
{g*>e}

Como ¢ < *, esto implica

/(p—Ld,uﬁ/ QO—Ld[LS/ @ —tdp < +o0.
{p>1} {p*>}

Por otro lado
/w—bduZ/so—ﬁ dp > —o0,

lo que demuestra que [ |p — ¢| dp < +o0.
Para cada entero n > 1, sea

1 , «
oy = max{;Sj(gp) 1j € {1,...,n}} y E, i={¢; >}
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Observemos que (¢ es creciente con n y que lim,, ., ¢} = ¢*. Se

sigue que (E,),> es creciente con n, que |J2 B, = {¢* > 1}, y que

((p—0)-1p,)i2

converge puntualmente a (¢ —¢) - Ly,+~,3. Por lo tanto, por el Teorema
de Convergencia Dominada es suficiente demostrar que para todon > 1
tenemos

(4.1) / (6= 1) -1s, du>0.

Fijemos un entero n > 1. Como X \ E,, C {¢ <}, tenemos

(42) (p—0)1p =1
Fijemos x en X tal que para cada entero j > 1 tengamos (77 (z)) =
t(x). Demostraremos que existe un entero k en {1,...,n}, tal que

k-1
(4.3) (o =) 1p, (T (x))

=0

es no negativa. Observemos primero que si x no esta en £, entonces
la suma (4.3)) con £ = 1 es nula. Si x esta en E,, entonces existe un
entero k en {1,...,n} tal que +Sk(p)(z) > ¢(z). Por lo tanto, por (4.2)

‘R‘
=
?‘?‘
—_

(0= o) 1p,(T"(x)) = Y (¢ — (T (2)) = Sk(p)(z) — ke(z) > 0.

J

.
Il

o
Il

<)

Sea m > n un entero. Por el argumento anterior existe un entero k
en {1,...,m} tal que la suma (4.3)) es no negativa; sea k el mayor entero
con esta propiedad. Supongamos por contradiccion que £ < m — n.
Entonces el argumento anterior aplicado a T%(x) en vez de z, implicarfa

la existencia de ¢ en {1,...,n} tal que
-1
> (6 =) L, (T (2)) > 0,
=0

Pero esto implicaria que la suma (4.3)), con k reemplazado por k + ¢,
es no negativa, lo que contradice la maximalidad de k. Esto demuestra
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que k> m+1—n, y por lo tanto

—_

3

Sm((p—1) - 1p,) () = ) (p—1) 1p,(T'(x))

jing

3

(¢ —10) 1p, (T (2))

(7]

<.
Il

—

Sm-k(le)(T*(2)) + (m — k)" (2)) -
= (SulleD(T™ " (2)) +ne*(x)) -

Como ¢t oT = ¢ en un conjunto de medida total y como la cadena de
desigualdades anterior es valida para todo x en X tal que para cada
entero j > 1 tenemos +(77(x)) = «(z), integrando y dividiendo por m
obtenemos

/(%O_L)']lEndMZ—% (/](p|du+/b+ du).

Como el lado izquierdo es independiente de m, haciendo m — +oo
obtenemos (4.1]), lo que concluye la demostracion. O

>
>

Para demostrar el Teorema Ergddico Puntual, para cada funcién ¢ :
X = R, sea ¢ : X — R la funcién definida por,

¢ := lim sup lS’n(¢)

n—+oo N
Observemos que (E ol = gg en todo X, y que gg es medible si ¢ lo es.

Lema 4.3. Si ¢ : X — R es una funcion medible que es no negativa y
de integral finita, entonces

Joaus [oan

Demostracion. Observemos que para cada M > 0 la funcién acotada
~ o~ 1
¢M = mln{¢7 M} - M
satisface
oo T =0uyd" >¢>odu
en todo X. Por lo tanto el Teorema FErgdédico Maximal con ¢ = ¢

y L= &EM, implica
[oan= [
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Luego, por el teorema de convergencia monétona de Lebesgue,
Joau=Jin_[ o aus [
M—+o0

Demostracion del Teorema Ergodico Puntual. Como

@ <)y @) <(p)

el lema anterior con ¢ = ¢ y ¢ = ¢~ implica

[@r s [orany [@ ans [oan

Por lo tanto [ |@] du < [ || dp.

Dado ¢ > 0, consideremos la funcién ¢ := g —e. Claramente toT = ¢
en todo X y [T du < [($)" du < 400. Como ademds tenemos,
©* > @ > en todo X, el Teorema Ergodico Maximal implica

/soduZ—aJr/@du-

Como esta desigualdad es valida para cualquier € > 0, concluimos
que [¢ dp > [$ du. Repitiendo el argumento con —y en vez de (,

obtenemos [ du < [ —( /\ ¢) dp. Como —(—go) es igual a la fun-
cién liminf,, o %Sn(w) hemos demostrado

1
/limsup —Snl(p) du < /god,u < /hmmf —Sn(p) dp.

n—+oo T n—+oo 1

Luego [ du= [ duy en un conjunto de medida total tenemos

. 1
= lim —=S,(p).

O

4.2. Convergencia en el espacio LP. En esta seccién fijamos un
sistema dindmico medible (X, %, u,T). Dado p > 1 y una funcién
medible ¢ : X — R, definimos

lell o= ( [ 1ot du)

Observemos que para p’ > p, tenemos ||¢|,y > |||l
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Corolario 4.4. Sea (X, .%, u,T) un sistema dindmico medible, sea p >
1, y sea ¢ : X — R una funcion medible que satisface ||¢||, < +oc.
Entonces la funcién @ dada por el Teorema Ergddico Puntual satisface

1 ~

ESn(SO) - ¢

= 0.

p

18l < +ooy lim

n—-+o0o

Demostracion. Dada una funcién medible ¢ : X — R y M > 0, deno-
tamos

¢u = ¢ Lyjgi<my-
Si ademds [|¢||; < 400, entonces denotamos por ¢ la funcién dada
por el Teorema Ergdédico Puntual. Observemos que para cada p’ > 1y

cada funcién ¢ : X — R que satisface ||¢||,y < 400, tenemos para cada
enteron > 1

Ls.(0)

n

(4.4)

L =lll

n—1
<Y |gor

1. Supongamos que p = 1. Por el Teorema Ergdédico Puntual, tene-
mos ||@]i < |l¢lli < 4+o00. Dado € > 0, sea M > 0 suficientemente

grande tal que ||¢ — opll1 < €/3. Como ¢ — Py = ¢ — oy €n un
conjunto de medida total, por el Teorema Ergdodico Puntual tenemos

(4.5) 12— @mlh < ll —oulls < /3.

Por otro lado, como la funcién ¢,; es acotada, el Teorema Ergddico
de Brikhoff y el Teorema de Convergencia Acotada implican que exis-
te ng > 1 tal que para todo n > ng tenemos

p

<¢e/3.
1

1 —
Hﬁsn<90M) — Oum

Entonces por (4.4) y (4.5) tenemos,

+lon — &Iy <e.
1

—850(¢) — —Suleow)

]- —
+ H—Sn(<PM) — oM
1 n

Esto demuestra que H L5, (¢) — {5“1 — 0 cuando n — 400, y completa

la demostracién del corolario en el caso en que p = 1.

+o00

2. Supongamos que p > 1. Demostraremos que (%Sn(go)) _, s un suce-

sién de Cauchy con respecto a la semi-norma ||-||,. Dado ¢ > 0, sea M >

0 suficientemente grande tal que || —pal|, < £/3. Como la funcién ¢y,

es acotada y por el Teorema Ergodico Puntual (%Sn(go M))::oj converge
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puntualmente a ¢,; en un conjunto de medida total, por el Teorema de
Convergencia Acotada tenemos que (%Sn(goM)):z es una sucesion de
Cauchy con respecto a la semi-norma || - ||,. Por lo tanto, existe ng > 0
tal que para todo n, n’ > ngy tenemos

1

1
ﬁsn(SOM) - ﬁsn'(SOM) <e/3.

p

Luego, usando la defincién de M y (4.4) 2 veces, para todo n, n’ > ng
tenemos

1 1
ﬁSn(w) — ;Sn/(so) )
1 1 1 1
< [X5.0) = Lsutenn) +H—sn<soM>——,snI<wM>
Hn . In n ,

< E.
p

1 1
St = o)

Esto demuestra que (%Sn(w)) +oj es un sucesion de Cauchy con respecto
a la semi-norma || - ||,.

Por lo tanto existe una funcién ¢ : X — R tal que

~ 1
||S0Hp < 400y Hﬁsn(go) —¢|| — 0 cuando n — +o00.

p

Luego, para concluir la demostracién del corolario es suficiente demos-
trar que ¢ = @ en un conjunto de medida total. Para demostrar esto,
observemos que |3, < [|ll, < +oo y que [|18,(p) — &[], - 0 cuan-
do n — +o0. Por la parte 1, concluimos que ||¢ — |1 = 0, y por lo
tanto que @ = @ en un conjunto de medida total. U

4.3. Decrecimiento de correlaciones en media. Sea (X,.7, 1)
un espacio de probabilidad. Entonces cada funcién medible ¢ : X —
R define una variable aleatoria. Recordemos que 2 variables aleato-
rias ¢,¢ : X — R son independientes, si para cada par de nimeros
reales a y a tenemos

p(to<ayn{o<a})=ns<a u({s<af).

o equivalentemente

[ttty = ([ 10 ) ([ 10y ).
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En vista de lo anterior, para funciones medibles ¢, : X — R pode-
mos interpretar a

Cor(i, 1) 1= '/¢~¢du—(/s@du) (/wdu) |

como una medida de la falta de independencia entre ¢ y ¢. Este nimero
es llamado la correlacion entre ¢ y 1.

Sea T': X — X una transformaciéon medible que preserva la medi-
da u. Para cada funcién medible ¢ : X — R, consideramos la sucesion
de funciones medibles (p o 7)™ vista como una sucesién de variables
aleatorias (“la evolucién de la variable aleatoria ¢ en el tiempo”). Dada
una funcién medible ¢ : X — R, definimos para cada entero n > 0 la
n-ésima correlacion entre ¢ y ¢ por,

COI‘n(QD, 77Z)) = COI(SD o Tn’ ¢>

_ /@OT”-wdu—</¢du) (/ww) .

Informalmente, el siguiente resultado interpreta la ergodicidad como el
decrecimiento a 0 en media de las correlaciones.

Proposicién 4.5. Para todo sistema dindmico medible (X, F, u,T),
las siguientes propiedades son equivalentes.

1. T es ergodica;
2. Para todo par de funciones medibles ¢ : X - C y¢ : X — C
que satisfacen ||¢||2, ||¥]l2 < +o0, tenemos

(4.6) HETOOEZ/@OT" wdu—(/wd#) (/wdu);

3. Para todo par de con]untos medible A y B, tenemos

(4.7) lim — Z 7 )N B) = u(A) - u(B).

n—+oo N

4. Para todo conjunto medible A, tenemos

(4.8) lim — Z [ )N A) = u(A)>2.

n—+oo N

Demostracion. Para demostrar la implicacién 1 = 2, sea @ la funcién
dada por el Teorema Ergédico Puntual. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos para cada entero n > 1,

(35019} = (2.0)] < | 1501 -

2l -1l
2
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Por lo tanto el Corolario implica

(4.9)
1o~ 1
lm = " — - : — [ 5.y

Si T es ergodica, entonces @ es constante en casi todo punto, igual
a [ ¢ du, y por lo tanto obtenemos la propiedad 2; es decir, 1 = 2.

Para demostrar la implicacién 2 = 3 es suficiente tomar ¢ = 14
y ¥ = 1p en ([4.06), y para demostrar 3 = 4 es suficiente tomar B = A
en . Para demostrar la implicacién 3 = 1, sea A un conjunto
invariante y observemos que el lado izquierdo de (4.7) con B = X \ A
es igual a 0. Por lo tanto,

p(A) - (X \ A) = 0;

equivalentemente, A es de medida nula o total. Esto demuestra que T’
es ergddica y completa la demostracién de la implicacion 3 = 1.

Para completar la demostracién de la proposicion es suficiente de-
mostrar la implicacién 4 = 3. Dado un conjunto medible A, demostra-
remos que toda ¢ en L*(X,.Z, 1) tenemos con ¢ = 1 4. Entonces
para un conjunto medible B dado, obtendremos tomando ¢ = 1 5.
Por es suficiente demostrar que el conjunto E de todas la funcio-
nes ¢ en L?(X,.%, u) para las cuales

(T4, 8) = () ( / ¥ du) ,
es igual a todo L*(X,.Z, ). Observemos que E es un subespacio cerra-
do de L*(X,.Z, 1) que contiene a 1x. La propiedad 4 implica que 14

también esta en E. Por otro lado, por la invariancia de 14 y por la
formula de cambio de variable, para cada 1 en F tenemos

(Th,9oT) =(TaoT, 9o T) = (Ta,4).
Esto demuestra que U esta en E. Sea Ej el menor subespacio cerrado
de L?(X,.Z,u) que contiene a 14 y a 1x y tal que UrEy C Ey. Por
las observaciones anteriores tenemos Fy C E. Luego, para completar
la demostracion de la implicacion 4 = 2 es suficiente demostrar que
el espacio ortogonal Ey de Fj esta contenido en E. Por la definicién

de Ej se sigue que para cada entero j > 0 la funcién 14077 esta en Ej.
Luego, para cada ¢ en Ej y cada entero n > 1, tenemos

<%Sn(]lA)>E> =0,
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y por lo tanto (ﬂ,@) = 0. Por otro lado,

/¢ dji = (1x,3) = 0.

Esto demuestra que 1 esta en E y concluye la demostracion de la
implicacién 4 = 2. 0

4.4. Funcién limite como una esperanza condicional. El proposi-
to de esta seccion es identificar la funcion limite en el Teorema Ergodico
Puntual como una esperanza condicional. Resultados bésicos sobre es-
peranzas condicionales se pueden encontrar en [Bil95] §34].

En esta seccién fijamos un sistema dindmico medible (X, %, u,T).
Recordemos que para cada o-algebra .#’ contenida en .% y para cada
funcion ¢ : X — R que es medible con respecto a %, existe una
funciéon E(p|.#’) : X — R, que es medible con respecto a .’ y que
satisface para cada A en ./,

(4.10) [ o du= [ Bel#) du.

La funcién E(p|.#') esta unicamente determinada por esta propiedad
en un conjunto de medida total y es llamada la esperanza condicional
de @ con respecto a F'.

Observemos que la coleccion # de todos los subconjuntos medibles
de X que son cuasi-invariantes por 7' es una o-algebra. Ademads, toda
funcién ¢ : X — R que es medible con respecto a &, satisface poT = ¢
en un conjunto de medida total. Por lo tanto, el siguiente resultado es
un refinamiento del Teorema Ergddico Puntual.

Corolario 4.6. Sea (X,.7, u,T) un sistema dindmico medible y sea ¢ :
X — R una funcién medible tal que [ |¢| du < +oo. Entonces

[ 1Bl du< [1ol du. [EGel7) du= [ o dn

Y tenemos

ltm 15,(¢) = E(o].#)

n—+oo N

en un conjunto de medida total.

Demostracion. La igualdad [E(p|#) du = [¢ du sigue de ([4.10)
con A = X. Por otro lado, esta propiedad aplicada al conjunto cuasi-
invariante A = {E(p|.#) > 0}, implica

/ Blol.s) dn = [ pins [ ol d.
{E(¢].#)>0} {E(¢|-#)>0} {E(¢].#)>0}
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Similarmente,

/ ~E(el) du = | pdns [ N
{E(¢|#)<0} {E(¢|-#)<0} {E(¢|-#)<0}

Esto demuestra que [ |E(¢|7)| du < [ |¢| dp.

Para demostrar la ultima asercion, es suficiente demostrar que E(p|.#)
coincide en un conjunto de medida total con la funcién @ dada por el
Teorema Ergodico Puntual. Luego, es suficiente demostrar que para
todo conjunto cuasi-invariante A tenemos

/@duz/wdu-
A A

Es suficiente restringirnos al caso en que A es de medida positiva. Por el
Lema [3.6| podemos suponer que A es invariante. Aplicando el Teorema
Ergédico Puntual a la funcion ¢ - 14, obtenemos

/mduz/wdu-
A

Como evidentemente po 14 = @ - 14, obtenemos S @ du= [,¢ du,
lo que completa la demostracién del corolario. 0
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5. APLICACIONES MEZCLANTES

Sea (X, .#, u, T) un sistema dindmico medible. En demostramos
que la ergddicidad es equivalente al decrecimiento a 0 en media de
las correlaciones de cualquier par de funciones de cuadrado integrable
(Proposicién . En esta seccion estudiamos las aplicaciones para las
cuales la correlaciones decrecen hacia 0.

Recordemos que para un entero n > 0 y un sistema dinamico medi-
ble (X, .%,u,T), n-ésima correlacién entre dos funciones de cuadrado
integrable ¢, ¥ : X — R es

onto=|f oo () o).

Definicién 5.1. Sea (X,.%,u,T) un sistema dindmico medible. La
aplicacion T es mezclantﬂ si para cada par de funciones medibles ¢,
¥ : X — R satisfaciendo ||¢]|2, ||¥]|2 < 400, tenemos

(5.1) Cor,,(¢,1%) — 0 cuando n — +o0.

Usando la topologia débil en L*(X,.Z, ), tenemos que T es mez-
clante si y solo si para cada ¢ en L? la sucesién (¢ o T”);’i’i converge
débilmente a la funcién constante igual a [ ¢ dp.

Se sigue de la Proposicion que toda aplicacion mezclante es
ergddica. Usaremos las traslaciones del toro para demostrar que la im-
plicacién inversa no es valida en general: Demostraremos que ninguna
traslacién del toro es mezclante, ver §5.1] Por otro lado, demostraremos
que las “aplicaciones de desplazamiento” son mezclantes y usaremos es-
te resultado para obtener la Ley de Los Grandes Numeros como una
consecuencia del Teorema Ergddico Puntual, ver §5.21 Antes, conside-
raremos las siguientes caracterizaciones de las aplicaciones mezclantes.

Proposicién 5.2. Sea (X,.7, u,T) un sistema dindmico medible. En-
tonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. T es mezclante;
2. Para todo par de conjuntos medibles A y B tenemos

(5.2) p(T7(A) N B) — u(A) - u(B),

cuando n — +00.
3. Para todo conjunto medible A tenemos

p(T(A) N A) = p(A)?,
cuando n — +00.

A esta propiedad se le conoce también como “fuertemente mezclante” para
diferenciarla de una propiedad estrechamente relacionada que es mas débil.
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Demostracion. Para demostrar la implicaciéon 1 = 2 es suficiente to-
mar ¢ = 14 y v = 1g en , y la para demostrar la implica-
cién 2 = 3 es suficiente tomar B = A en (5.2)).

Para demostrar la implicacion 3 = 1, demostraremos primeramente
que para cada conjunto medible A, el conjunto E de todas la fun-
ciones ¢ en L*(X,.7,u) para las cuales tenemos con o = 1y,
es igual a todo L*(X,.%, u). Claramente, FE es un subespacio cerrado
de L*(X, %, ). Por otro lado, si 9 esta en E, entonces por la formula
de cambio de variable tenemos,

lim poT" - YpoT du= Hrf /@oT”_1-¢du
n—-+0o0

o () [ ¥ du=p(a) [voT dp,

lo que demuestra que Uryp = 1 o T esta en E. Sea FEy el menor
subespacio cerrado de L*(X,.Z,u) que contiene a 1x y a 14 y tal
que UrEy C E,. Por las consideraciones anteriores FEj, esta conteni-
do en E. Luego, para completar la demostracion de que E es igual
a todo L*(X,.%,u), es suficiente demostrar que el espacio ortogo-
nal Ej- de Fj esta contenido en E. Como para cada entero n > 0
tenemos UREy C Ey, para cada 1) en Ej tenemos

/ﬂAoT”-¢du:O,
y por lo tanto

lim TaoT™ - dp=0.
n—-+0oo
Como [t du = [1x-1 dp =0, concluimos que 1 tamibién esta en E.
Esto completa la demostracién de que E es igual a todo L*(X, %, ).
Para completar la demostracién de 3 = 1, observemos que el argumen-
to anterior implica cuando ¢ es una funciéon simple. Dada una
funcién ¢ en L*(X,.Z,p) cualquiera y ¢ > 0, sea h : X — R una
funcién simple tal que ||¢ — h|]2 < €. Entonces

[odn= [nan <le-nta<e,

y para cada n > 1 tenemos

\/on"-wdu—/hoT”-w du‘ < llgo Tz - ¥l < <l @l
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Luego

1ggigop/sooT”-w i < (/h du) (/w du) T ellylls
< (/sodu) (/¢du)+€(/wdu+llw\l2)~
Similarmente,

lgrgigof/sooT”-w dp > (/90 du) (/@D du)—s (/d] du+||¢!|2>-

Como esto es valido para cualquier € > 0, obtenemos (j5.1]). Esto com-
pleta la demostracion de la proposicion. l

5.1. Las traslaciones del toro no son mezclantes. Sea d > 1
un entero, o = (aq,...,aq) en RY/Z v sea T, : RY/Z* — R?/7Z4 la
traslacion T, (z) = = + «. La aplicacién T, preserva la medida de Haar
de R?/Z? y por lo tanto define un sistema dindmico medible. Como de-
mostramos anteriormente, si los nimeros a4, ..., ag son racionalmente
independientes, entonces T, es ergddica.

Demostraremos que 7, no es mezclante. Para ello, usaremos la si-
guiente propiedad espectral de las aplicaciones mezclantes.

Proposicién 5.3. Sea (X, %, u,T) un sistema dindmico medible tal
que la aplicacion T es mezclante. Entonces el operador Ur, actuando
en L*(X, Z, 1), no tiene ningin autovalor distinto de 1.

Demostracidn. Sea A un autovalor de Ur y sea ¢ en L*(X, .7, ) distin-
ta de 0, tal que Urg = M. Sea ¢ en L*(X,.Z, pu) tal que [ - du # 0.
Como T es mezclante, el limite

lim poT™ - du= HT (/\H/QO'Q/}CZ,U,)
n—-+0o0

n—-+00
= ( lim A”)/gp-l/zdu.
n—-+o0o

existe. Como por la Proposicién tenemos |A| = 1, el dltimo limite

solo puede existir cuando A = 1. O
Volviendo a la traslacién T, observemos que para j in {1,...,d} la
aplicacion

T RY7% — S
definida por m;(0y, ..., 04) := exp(27mif;), es tal que
Ur,mj(01,...,0q4) = exp(2mi(0; + ;) = exp(2miay)m;(6y, ..., 04).
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Luego exp(2micy;) es un autovalor de Ur, y 7; es una autofuncién
de Ur,. Por lo tanto, cuando «; # 0 la Proposicién implica que T,
no es mezclante. Por otro lado, si a; = --- = ayg = 0, entonces T, es la
identidad y por lo tanto no es mezclante.

5.2. Aplicacion de desplazamiento. Sea Z la o-dlgebra de Borel
de R, p una medida Boreliana de probabilidad en R, y consideremos
en el espacio de probabilidad producto (RN, BN, pN ) Entonces la apli-
cacion de dezplazamiento o : RY — RY esta definida por

o <(xn)neN) = (Tnt1) pen -

El objetivo de esta seccion es demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 5.4. La aplicacion de desplazamiento o preserva la me-
dida p~ y es mezclante. En particular, o es ergédica.

Para demostrar esta proposicion, usaremos el siguiente lema en el que
usamos el concepto de semi-dlgebra que recordamos en el Apéndice [A]

Lema 5.5. Sea (X,.7, 1, T) un sistema dinamico medible y sea . una
semi-dlgebra en X que genera a % . Si para cada par de conjuntos A
y B en .7 se tiene (5.2)), entonces T' es mezclante.

Demostracion. Dado B en . demostraremos que la coleccién Fg de
todos los subconjuntos medibles A para los cuales tenemos es
igual a .%. Por hipdtesis .#p contiene a .. Por otro lado, #g es ce-
rrada por complemento en X y por uniones finitas disjunas. Como el
algebra o7 generada por . es igual a la coleccion de todas las uniones
finitas disjuntas de elementos de ., se sigue que .#p contiene a <7 .
Luego, en vista de la Proposicion para demostrar que g es igual
a . es suficiente demostrar que .#p es una clase mondtona; es decir,
que g es cerrada por uniones enumérables crecientes y por intersec-
ciones enumérables decrecientes. Sea (A,,);">°, una sucesién creciente
de elementos de .#g, sea A := U+°° A, v observemos que

w(A\ A) — 0 cuando m — +oo.
Dado m > 1, para cada n > 1 tenemos
|1 (T7(A) N B) = w(A)u(B)| < | (T7"(A) N B) — pu (T ‘”(Am) nB)|
11 (T (A) 0 B) = p(A)u(B)|
+ [1(A) = p(Am)| 1(B)
< (AN An) (1+ p(B))
+ [ (T7(An) N B) = u(An)(B)] .
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Haciendo n — 400 obtenemos,
limsup | (T7"(A) N B) — u(A)u(B)| < w(A\ Ap) (1 + pu(B)) .
n——+00
Haciendo m — 400 concluimos que A esta en .#p. Esto demuestra
que .Zp es cerrada por uniones enumérables crecientes. Un argumento
similar demuestra que .#g es cerrada por intersecciénes enumérables
decrecientes y por lo tanto que .#p es igual a .%.

Usando un argumento similar podemos demostrar que para cada
conjunto medible A, la colecciéon de los conjuntos medibles B para los
cuales tenemos es igual a .#. Entonces la Proposicién implica
que T es mezclante. O

Recordemos que un subconjunto C' de R es un cilindro, si existe un
entero k > 1 y conjuntos borelianos Ay, ..., A; de R tal que

(5.3) C=A xAyx--xAx [[ R

Los cilindros de RY forman una semi-algebra. Por definicién, Z" es
la o-algebra generada por esta semi-algebra. Recordemos ademas que
si C es el cilindro definido por (5.3)), entonces

PN (A) = p(Ar) - p(Ap).

Demostracidn de la Proposicion[5.4 Por la parte 1 del Teorema [A.2]
para demostrar que o preserva pN es suficiente demostrar que para todo
cilindro C' de RY tenemos p" (¢71(C)) = pN(C). Observemos simple-
mente que si C' esta definido por , entonces

o H(C)=R x A; x Ay X -+ x A x H R,
n=k+2
y por lo tanto,
A (07HO)) = p(Ar) -+ plAr) = p(C),
Esto demuestra que o preserva pN.

Para demostrar que o es mezclante, por el Lema [5.5] es suficiente
demostrar que para cada par de cilindros C' y C’ tenemos

PN (a7M(C)NC") = pN(C) - pN(C") cuando n — +oo.

Sean k > 1, k' > 1 enteros y Ay, ..., A, A}, ..., A}, subconjuntos
borelianos de R tal tenemos (5.3) y

+00
C'=A] x - x A, X H R.

n=k’+1
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Entonces para todo entero n > k/ 4+ 1 tenemos,

n +00
cTM(C)NC" = A} x -+ X A}, X H Rx A; X+ X Ap X H R,

j=k'+1 n=k+n+1
y por lo tanto
o (e (C) N CY) = (C) - PO,
Esto completa la demostracion que o es mezclante y del lemma. 0

5.3. Ley fuerte de los grandes ntimeros. Sea (£2,.%,P) un espa-
cio de probabilidad y sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, de esperanza finita. En es-
ta seccion demostraremos la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, que
con probabilidad total

X+t X,
i — E(X}), cuando n — +o0,

usando el Teorema Ergddico Puntual.
Sea p la distribucién comun de estas variables aleatorias, y conside-
remos la aplicacién
m: O — RY
w = I(w) = (Xn(w)),en -
Para cada n en N consideremos la proyeccion
Ty, RN — R
(xn)neN — x’m

y observemos que
T,=moo" 'y X, =m0l =moc" oIl
Por lo tanto, para cada n y w en €2 tenemos,

Xi(w) + -+ Xp(w)

mIw)) +m o o(ll(w))) +--- +m oo (Il(w))

= )
n

es la media temporal de la funcién 7 en el punto II(w), con respecto a la

aplicacién o. Como o es ergodica por la Proposicién la Ley Fuerte

de los Grandes Numeros es una consecuencia inmediata del Teorema

Ergédico Puntual y del siguiente lema.

Lema 5.6. Tenemos ILP = pN, y por lo tanto E(X;) = [ m dp.
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Demostracién. Como los cilindros de RY forman una semi-4lgebra, por
la parte 1 del Teorema es suficiente demostrar que para cada cilin-
dro C' de RY tenemos P (II71(C)) = pN(C). Sea k > 1 un entero y Ay,
..., Ag subconjuntos borelianos de R tales que

Usando la definicion de IT y la hipdtesis que las variables aleatorias X7,
..., X son independientes entre si, tenemos

P(II7NC)) =P(X1 € Ay,..., X € Ay) =P(X; € Ay) - P(X; € Ay).

Como para cada j en {1,...,k} la distribucién de X; es igual a p,
tenemos P(X; € A;) = p(A;). Se sigue que,

P (II7H(C)) = p(Ar) - - p(Ax) = p"(O).

Esto completa la demostracién del lema. O
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APENDICE A. ALGEBRAS DE CONJUNTOS Y MEDIDAS

En este apéndice recordamos algunos conceptos y resultados de teoria
de la medida e integracién. Para mayores detalles se puede consultar,
por ejemplo, [Bil95] o [Hal50].

En esta seccién fijamos un conjunto X.

A.1. Algebras de conjuntos. Recordemos que una o-dlgebra de
subconjuntos de X, o simplemente una o-dlgebra en X, es una colec-
ciéon de subconjuntos de X que contiene a X, y que es cerrada por
complemento en X y por uniéon enumérable. Para una o-dlgebra .#
en X, el par (X,.%) es un espacio medible.

En muchos de los espacios medibles de interés (X, . %), la o-dlgebra .7
esta definida a partir de una coleccion distinguida de conjuntos. Por
ejemplo, la o-dlgebra de Borel de R es la menor o-algebra en R que
contiene a todos los intervalos. Como en este ejemplo, usualmente la
coleccién de conjuntos que se usa para definir .# tiene una estructura
de “semi-algebra” E que pasamos a recordar.

Una semi-dlgebra de subconjuntos de X, o simplemente una semi-
algebra en X, es una coleccién . de subconjuntos que contiene al
conjunto vacio, que es cerrada por intersecciéon, y tal que el comple-
mento en X de cada conjunto de .¥ se puede escribir como una unién
finita de conjuntos en .# que son disjuntos dos a dos. Un dlgebra de
subconjuntos de X, o simplemente un dalgebra en X, es una coleccién
de subconjuntos de X que contiene al conjunto vacio, es cerrada por
interseccién y por complemento en X. Claramente toda o-algebra es un
algebra y toda algebra es una semi-dlgebra. Ademas, una semi-algebra
que es cerrada por complemento en X es un algebra, y un algebra que
es cerrada por unién enumérable es una o-algebra.

Claramente, la clase de todos los subconjuntos de X es una (o-)alge-
bra, y toda interseccién arbitraria de (o-)dlgebras es una (o-)algebra.
Se sigue que para toda semi-dlgebra . existe una (o-)dlgebra mas pe-
quena que contiene a .%; es la (0-)dlgebra generada por .. Si &7 es una
(0-)élgebra generada por una semi-algebra ., decimos que . gene-
ra /. Observemos que el dlgebra generada por una semi-algebra .% es

igual a la coleccién de todas las uniones finitas y disjutnas de elementos
de .&7.

A.2. Clases mondétonas. Una clase mondtona es una coleccién de
subconjuntos de X que es cerrada por uniones enumérables crecientes
y por intersecciones enumérables decrecientes. Claramente, la coleccién

“Sin embargo, la o-algebra de Borel de un espacio topolégico X esta definida a
partir de los abiertos de X, pero estos conjuntos no forman una semi-algebra.
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de todos los subconjuntos de X es una clase mondtona, y una inter-
seccion arbitraria de clases mondtonas es una clase monétona. Por lo
tanto, para cada coleccién € de subconjuntos de X, la interseccién .#
de todas las clases monotonas que contienen a % es la menor clase
mondtona que contiene a %’; en este caso decimos que .Z es la clase
mondtona generada por €, o que € genera M .

Proposicion A.1. Una clase mondtona que es ademas un dlgebra,
es una o-dlgebra. Por otro lado, si una clase mondtona contiene un
dalgebra <7 , entonces también contiene la o-dlgebra generada por <f .

Gracias a Sebastian Herrero por simplificar la demostraciéon de esta
proposicién.

Demostracion. Para demostrar la primera asercion, sea .# una clase
mondtona que es ademds un algebra. Para demostrar que .# es una
o-algebra es suficiente demostrar que . es cerrada por union enuméra-
ble. Sea (A,)!> una sucesién enumérable de conjuntos en .# y para

n=1
cada n sea Aj, := |Jj_, A;. Entonces la sucesién ( )12 es creciente y

por lo tanto :3 A, = :g Al esta en . Esto demuestra que .Z es
cerrada por uniones enumérables y completa la demostracion de que .#
es una o-algebra.

Para demostrar la segunda asercion, sea o/ un algebra y . la cla-
se monétona generada por /. Como . esta contenida en toda clase
monodtona que contiene a o7, es suficiente demostrar que .# es una o-
algebra. En vista de la primera asercién, es suficiente demostrar que .#
es un algebra. Como .# contiene al conjunto vacio es suficiente demos-
trar que .# es cerrada por interseccién y por complementos en X . Para
demostrar que .# es cerrada por interseccion, demostraremos que para
cada A en ., la coleccién .4 (A) de todos los A" en . tales que ANA’
esta en . es igual a .. Observemos primeramente que . (A) no es
vacia, ya que contiene al conjunto vacio. Por otro lado, .#(A) es cla-
ramente una clase mondtona. Se sigue que la coleccion

(Be s o C.4(B))

es una clase monotona que contiene a &/ y luego debe ser todo .Z .
En particular, para cada A en .# la clase monétona .4 (A) contiene
a o/, y por lo tanto es igual a .#. Como observamos anteriormente,
esto ultimo implica que .# es cerrada por interseccién. Para demostrar
que .# es cerrada por complementos en X, observemos simplemente
que para cada A en . el conjunto X \ A esta en .#Z(A), y por lo tanto
en ./ . Esto completa la demostracion de que .# es un algebra y, por
la primera parte del lema, de que .#Z es una o-algebra. U
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A.3. Medidas. Recordemos que una medida en un espacio medi-
ble (X,.%) es una funcién p : F — [0,+00) que satisface pu(0) =0y
que es o-aditiva: Para toda sucesién de conjuntos (A,):> en .Z que

son disjuntos dos a dos, tenemos

(A1) H (U An) = ZM(An)'

Dada una o-dlgebra .%# en X y una medida en (X, %), el triple (X, .%, )
es un espacto de medida.

Dada una semi-algebra . en X, una funcién p : . — [0, +00) es
finitamente aditiva si () = 0 y si para cada entero N > 1 y cada
sucesion de conjuntos Ay, ..., Ay en . que son disjuntos dos a dos y
tales que su unién esta en ., tenemos

K (U An) = ZM(AR)

Tal como en el caso de las o-dlgebras, la funcion u es o-aditiva si () =
0 y si para toda sucesion de conjuntos (An)::g en . que son disjuntos

dos a dos y tales que [ J7 A, esta en .7, tenemos (A.1).

Teorema A.2. Dado un conjunto X, tenemos las siguientes propieda-
des:

1. Sea . una semi-dlgebra en X y o/ el dlgebra generada por & .
Entonces toda funcion finitamente aditiva (resp. o-aditiva)  :
& — [0,+00) admite una unica extension a </ que es finita-
mente aditiva (resp. o-aditiva).

2. Sea o un dlgebra en X y p : o/ — [0,400) una funcion fini-
tamente aditiva tal que p(X) = 1. Si para cada sucesion decre-
ciente de conjuntos (A,)> en o tal que (.23 A, = 0 tene-
mos lim,,_, o ((A,) = 0, entonces p es o-aditiva.

3. Sea of un dlgebra en X y % la o-dlgebra generada por <f . En-
tonces toda funcion o-aditiva p = o/ — [0, 400) tal que u(X) =1
admite una unica extension a % que es una medida de probabi-
lidad.



[Aar97]

[AB09]
[BCOG]

[Bil95]

[BL91]
[CGY3]
[Hal50]
[Hal56]

[KP06]

[Lyu00]
[Lyu02]

[Mil06]

[MLOS]

[Ste89)]

PROPIEDADES ESTADISTICAS DE SISTEMAS DINAMICOS 53

REFERENCIAS

Jon Aaronson. An introduction to infinite ergodic theory, volume 50 of
Mathematical Surveys and Monographs. American Mathematical Society,
Providence, RI, 1997.

Artur Avila and Jairo Bochi. On the subadditive ergodic theorem. 2009.
Xavier Buff and Arnaud Chéritat. The Brjuno function continuously esti-
mates the size of quadratic Siegel disks. Ann. of Math. (2), 164(1):265-312,
2006.

Patrick Billingsley. Probability and measure. Wiley Series in Probability
and Mathematical Statistics. John Wiley & Sons Inc., New York, third
edition, 1995. A Wiley-Interscience Publication.

A. M. Blokh and M. Yu. Lyubich. Measurable dynamics of S-unimodal
maps of the interval. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4), 24(5):545-573, 1991.
Lennart Carleson and Theodore W. Gamelin. Complez dynamics. Univer-
sitext: Tracts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1993.

Paul R. Halmos. Measure Theory. D. Van Nostrand Company, Inc., New
York, N. Y., 1950.

Paul R. Halmos. Lectures on ergodic theory. Publications of the Mathema-
tical Society of Japan, no. 3. The Mathematical Society of Japan, 1956.
Michael Keane and Karl Petersen. Easy and nearly simultaneous proofs
of the ergodic theorem and maximal ergodic theorem. In Dynamics &
stochastics, volume 48 of IMS Lecture Notes Monogr. Ser., pages 248-251.
Inst. Math. Statist., Beachwood, OH, 2006.

Mikhail Lyubich. The quadratic family as a qualitatively solvable model
of chaos. Notices Amer. Math. Soc., 47(9):1042-1052, 2000.

Mikhail Lyubich. Almost every real quadratic map is either regular or
stochastic. Ann. of Math. (2), 156(1):1-78, 2002.

John Milnor. Dynamics in one complex variable, volume 160 of Annals
of Mathematics Studies. Princeton University Press, Princeton, NJ, third
edition, 2006.

Saunders Mac Lane. Categories for the working mathematician, volume 5
of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edi-
tion, 1998.

J. Michael Steele. Kingman’s subadditive ergodic theorem. Ann. Inst. H.
Poincaré Probab. Statist., 25(1):93-98, 1989.



	1. Introducción
	2. El punto de vista probabilístico
	3. Recurrencia y ergodicidad
	4. Teoremas ergódicos
	5. Aplicaciones mezclantes
	Apéndice A. Álgebras de conjuntos y medidas
	Referencias

